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摘 E 本 文 主要 是 通过 概率 有 限 自动 机 的 有 效 划 分 来 研究 概率 有 限 自 动机 的 同 态 与 商 概率 有 限 自动 机 的 
相关 问题 ， 得 到 了 在 同 态 或 同 构 ( 弱 同 构 ) 意义 下 概率 有 限 自动 机 相互 之 间 的 关系 ， 以 及 它们 的 
商 概率 有 限 自 动机 的 相互 关系 ， 得 到 了 一 些 有 意义 的 结果 。 
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有 限 自 动机 是 自动 机 理论 的 一 个 重要 分 支 ， 它 在 计算 机 、 自 动 控制 等 领域 都 有 良好 的 应 
用 ， 也 可 以 作为 许多 离散 数字 系统 的 模型 ， 概 率 有 限 自 动机 是 确定 有 限 自动 机 概念 的 推广 ， 一 
些 确定 有 限 自 动机 理论 研究 的 典型 问题 ， 就 可 以 自然 的 转移 到 概率 有 限 自 动机 的 研究 中 来 。 在 
概率 有 限 自动 机 的 研究 中 ， 通 过 对 输入 、 输 出 的 考察 和 输入 输出 概率 变换 的 分 析 ， 运 用 数学 处 
理 手段 来 解决 问题 ， 丰 富 了 概率 有 限 自动 机 的 研究 方法 和 内 容 ， 使 概率 有 限 自动 机 具有 与 确定 
性 自动 机 不 同 的 理论 特色 。 由 于 有 限 自动 机 的 商 和 同 态 在 研究 自动 机 的 代数 结构 中 有 非常 重要 
的 作用 ， 所 以 讨论 概率 有 限 自 动机 的 商 和 同 态 对 深刻 认识 概率 有 限 自 动机 的 代数 结构 及 其 功能 
是 十 分 有 意义 的 向 ， 本 文 主要 是 通过 有 效 划分 来 研究 概率 有 限 自 动机 的 同 态 ， 和 同 态 的 概率 有 
限 自 动机 之 闻 的 关系 ,以 及 它们 的 商 概率 有 限 自动 机 之 间 的 关系 。 


2 ”基本 概念 


定义 1 外 一 个 概率 有 限 自 动机 是 一 个 四 元 组 M = (X,Q,Y, P, Mob X RS IBISAGESE 
表 ，Q@ 是 有 限 状态 空间 ，Y 是 有 限 输出 字母 表 ，P 是 Q xX xQ xy -一 [0,1] 的 输入 输出 概 
率 变换 映射 ， 且 满足 对 任意 的 g EQ, rex. WE 


$5 Pí(ezd.y)- ,Plgz,qg,y)=1. 
(a',.y)eQxY q'eQycY 
此 定义 的 意义 为 : 当 M 在 状态 Y 下 输入 z 时 它 的 状态 转移 到 0' 输出 y 的 概率 是 P(q, m, q' y). 


定义 2 XM; = (X, Qi Yi P), M = (Xo,Qo, Yo, P) 是 概率 有 限 自 动机 ， 若 存在 满 
Fa: Xi 一 > X2, y : Yy — Yo, 8:Qi 一 QQ， 对 任意 的 


(q2, T2, 92;,Y2) € Qa x X2 x Q2 x Yo, q € 8^! (qg, zı € a^! (a2) 
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都 满足 
P)(d5,22,05,92))- M. 9 Baza), 
y1€y7 (y2) 41 €8-1 (a2) 

则 称 (a, B, y) 是 Mi 到 M» 的 弱 同 态 ， 记 为 Ma <u Mis Fa, B, YY 均 为 双 射 ， 则 称 (o, B, y) 是 
Mi 到 M: 的 弱 同 构 。 

定义 3 四 M = (X,Q,Y, B), Mo = (X,Qo, Y, P2) € EEG I B zh p, EE XE S 
81o:Qi — Qz 对 任意 的 

(q2, £, q, y) EQ2 X Xx QaxY, qevw !(g) 
都 满足 
P(g2, 2,05, 7) = X Pi (q1, 7, 91,Y), 
q'Ep 1(g2) 

则 称 g 是 Mi 到 Mz 的 同 态 ， 记 为 : M。< Mi， 若 pp 是 双 射 则 称 p 是 2M 到 Mz 的 同 构 ， 记 
为 : Mz Mi。 

当 M: < Mif, M: 的 输入 输出 变换 可 以 通过 Mi 来 反映 。 

定义 4 WM = (X,Q@,Y,P) 是 一 个 概率 有 限 自动 机 ,7 = {Hi|i = 1,2,… ,是 状态 
集 Q 的 一 个 划分 ， 若 对 任意 的 Hi, Hj En, qi, qi E Hi, zeX ye 都 有 


> P(a.mav)- Y; Pls, ay 
qi€EH; gj€Hj 
则 称 r = {Hi|i = 1,2,… ,nn} 是 MM 的 一 个 有 效 划分 。 若 MM 的 一 个 有 效 划 分 是 平凡 划分 ， 则 
Fk dé M 的 平凡 有 效 划 分 。 
定义 5 WM = (X,Q,Y,P) REZA REZI m, m 是 M 的 有 效 划 分 ， 若 对 任意 
HH em, BEEK Em, BHCK,. WE m Ær 的 一 个 细 分 ， 记 为 : m 和 Ta。 


3 ”主要 结果 


性 质 1 EM = (X,Q,Y,P) 是 概率 有 限 自 动机 ， 则 Q@ 的 最 细 划 分 是 M 的 有 效 划分 ; 
XM 满足 对 任意 的 q EQ, zeX yEY, WA 


Y. Plaza 人 = Y, P(d m asy), 


q1€Q q2€Q 


JW Q 的 平凡 划分 (Q) 是 M 的 有 效 划分 
引 理 1 WM = (X, Q,Y, P) 是 概率 有 限 自动 机 ,7 = (Hii = 1,2,… ,n} 是 M 的 一 个 有 
效 划分 ， 则 Mr = (X, 7,Y, P.) 是 概率 有 限 自动 机 ， 其 中 Pr 的 定义 为 :对 任意 的 


Hi, Hjern, zeX, yeyY, qe, P(Hiz,Hjy) 9, P(a.7,9j,9). 
q;€H; 


在 本 文中 我 们 称 引 理 1 中 所 构造 的 概率 有 限 自动 机 M/r = (X,7,Y Pr) (r Æ M 的 有 效 划 
分 ) 为 概率 有 限 自 动机 M 的 商 概率 有 限 自动 机 。 

引 理 2 BM = (X,Q,Y, P) 是 概率 有 限 自 动机 ，M/r = (Xm, Y, P.) 是 MM 的 商 概率 有 限 
自动 机 ， 则 M/r < M. 
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定理 1 RM = (X, QY, P ERRARE m, S EM 的 有 效 划 分 ， 且 ri <i 
ju] M/ra € M/T. 
证 明 令 
7; = {Hi|i= 1,2,.…,n)}, mz = {Kili=1,2,.…,m)}, 


HAm, m 是 M 的 有 效 划 分 ， 且 ma < x2， 所 以 对 任意 的 Hi E€ m» 都 唯一 存在 Ki e Ta， 使 
f8 H; C Kj. XHERIUK; eno BUERE H eno EAH C Kj 否则 与 zi 是 M 的 划分 
矛盾。 由 以 上 的 证 明 可 知 ， 对 任意 的 KK; em, WA 


K; = U Hj, Hj, ET], B n= mj. 
ji-1 j-i 
4oim 一 Xn2， 对 任意 的 Hi e m, oH) = Kj 6 Hi € Kj gi E rii C ub BA RT AU v Ti N 
58. 下 面 验证 M/ra € M/m. 
M/m = (Xn, Y, Pi), M/rz = (X, m5, Y, P3). XHEK Ks, Ki € m2, £ E X, y € Y, 
ER H; € o^! (K,), WE 


Pa(Ks, x, K,, y) T Z P(qs, £, qt, y) (V ds € Ks) 
qe Ke 


t 


Y) Y Passau) (Gd Ho 
ti=1 


Hj;CKiq;€H; 


p Pi (Hi, x, Hj, y) (gs € Hi C K.) 
HjCKi; 


y P (H;, £, Hj, y). 


Hj;€o-!(Ki) 


I! 


3132] WM; = (X,Qu, Y, P1), M2 = (X,Q2, Y, P5), Ms = (X, Qs, Y, Ps) 是 概率 有 限 自 
动机 ,， 且 Mz € Mi, Ms € M5. M Ms € Mi. 

定理 2 GEM, = (X1, Qı, Yi, Pi), M2 = (X2, Q2, Y2, P3, M3 = (X3, Q3, Ya, P3) 是 概率 有 
限 自动 机 ， 且 M2 <w Mi, Ma Sw Ma. Jill Ms E, Mio 

定理 3 WEM; = (X,Qu Y, P), Mo = (X,Q» Y, Po) 是 概率 有 限 自动 机 ， 若 Mo < Mi UI 
存在 Mi 的 商 概率 有 限 自动 机 与 Ma 同 构 。 

证 明 因为 M2 < Mi， 所 以 存在 满 射 p : Qi 一 @a， 使 得 对 任意 的 (ga,z;,92 y) € Q2 X X x 
QoxY. aeo (a), WA 


P(g, 2,05, 9) = » Pi(gi, 2,0. y)- 


q1€v^!(a2) 


Em = {phla € Qa. EF) = {a lela) = a»a« € Q1}。 由 有 效 划分 的 定义 容 
易 验证 m 是 Mi 的 有 效 划 分 。 
4 Mi/m = (Xm, Y, Pn) 是 M 的 商 概率 有 限 自动 机 ， 定 义 少 : m 一 Q2， 对 任意 的 


Hicem, v(H)-2q €Hi-wv (a), 
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显然 是 双 射 ， 且 对 任意 的 (qz,z, 的 ,g) € Qax X x QoxY, $ Hi = 97 (q2), Hj = pa) 
对 任意 的 gq; c Hi 有 


P(g2, 2,02, Y) = 5 Pi(gi 2, g, y) = D Pi(gi £, qj, y) = Pr, (Hi, z, Hj, y), 
q; Ep! (q3) q;€Hj 

BB Mi /ri 与 M3 同 构 。 证 毕 

在 本 文中 我 们 称 定 理 3 中 的 ma 为 由 同 态 2 诱导 出 的 Mi 的 有 效 划 分 ， 称 Miy/mi 为 由 同 
态 p 诱 导出 的 My 的 商 概率 有 限 自动 机 。 

定理 4 VEM; = (X, Qi Y, P), Mo = (X, Qs, Y, P2) 是 概率 有 限 自动 机 ，M2 < Mi 当 且 仅 
HFE Mi 的 有 效 划 分 ri， 使 得 Ma 兰 Mim. 

定理 5 EM, = (Xu Qi Yi, P), Ma = (X2, Qo, Yo, P) 是 概率 有 限 自 动机 ，M2 <w Mi» 
则 存在 Mi 的 商 概率 有 限 自 动机 与 Ma 弱 同 态 ， 且 它们 的 状态 数 相等 。 

定理 6 RM = (X,Q,Y, P) 是 概率 有 限 自动 机 ， 则 在 概率 有 限 自 动机 同 构 的 意义 下 MM 的 
商 概率 有 限 自 动机 和 与 M 同 态 的 概率 有 限 自 动机 一 一 对 应 。 

定理 了 (概率 有 限 自动 机 的 同 态 分 解 定理 ) 设 


Mi = (X, Qı, Y, B), M2 = (X, Q2, Y, P5), Ms = (X, Qs, Y, P3) 


是 概率 有 限 自 动机 ，M2 € Mi, Ma € M» oe, 23 9I E Mi 到 Mo, Ma 的 同 态 ， 则 存 
在 M2 到 Ms 的 同 态 9 满足 w = bp 的 充 要 条 件 为 : 由 同 态 % 诱 导出 的 Mi 的 有 效 划 分 m 与 由 
同 态 诱导 出 的 Mi 的 有 效 划 分 x 满足 nl < me 

证 明 (充分 性 ) 设 


mı = {p> (q2) lq2 € Q2}, T = (v^ (as) | as € Qs}, 


定义 映射 9 : Qo > Q3， 对 任意 的 qo € Qo, 0(q2) = 4s € f£fEqi EQ: WER = pla), 8 = 
pla) Hm € n gp, y HARIA O E Q 到 @s 的 满 射 ， 且 满足 对 任意 的 gu € Q1, 6(o(a)) = 
(qi)。 故 对 任意 的 (ga,z;,g y) € Qa x X x Qa x Y, q2 € 07!(g3) A 


Py(qsz,qd5,y) = >》 Pia my) 
q1 EV! (g3) 
z= 2 P(gi, 2.0. y) = D P(gq2, £, Q5, y); 
q1 €(80)-! (a3) 45€0-1(aj) 


其 中 qi €v-l(gs), qo = p(q1)。 所 以 0 是 Ma 到 Ma 的 同 态 。 

反之 ， 设 由 同 态 gp 诱 导出 的 Mi 的 有 效 划 分 为 ri = (vl(a)ls E Q2}， 由 同 态 如 诱导 出 
的 M 的 有 效 划 分 r = {y-l(qa)|as € Qs}。 对 任意 的 go € Q2 MWA pila) e m. f£Hta € 
pila) Was = 0l) Mh y = 6l yla) = 0p(q1) = 0(g2) = a» a € v^! (as) e m. Pr 
以 yg (q2) € v (a), rm < ne 证 毕 

定理 8 设 

Mi = (X, Q1, Y, Pi), M2 = (X, Q2, Y, P5) 
是 概率 有 限 自动 机 ，M2 < Mi, pÈ Mi EI Ma KRAS, # m = (Hi|i = 12 ,n)] Æ Mo W 
一 个 有 效 划分 ， 则 
Ti = (K; | K; = v 1(H;), Hi € 73] 
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是 Mi 的 有 效 划 分 ， H Ma2y/ra € Mimi 其 中 
e (Hi) = (a € Qı lyla) € Hi) = Ki. 
定理 9 d 
Mi = (X1, Q1, Y, Pi), Mə = (X2, Q2, Y2, P2) 
是 概率 有 限 自动 机 ，M2 €, Mo Yil = Pl 8 (a, 8, y) Mi $0 Mo HO S9 Fr] omo = 
(Hi|i 21,2,--- n} Æ M: WAAR W 


Tı = (Ki | Ki E a^! (Hi), H; € 72] 
是 Mi 的 有 效 划分 ， 且 Ma /mo S, Mi/m AP 


a^ !(Hi) = (a €GQilo(qm) € Hi). 
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Abstract: By using the effective partition of probability finite automata, the homomorphisms of 
probability finite automata and some related problems of the quotient probability finite automata are 
investigated. In the sense of the homomorphism or the isomorphism (weak isomorphism), the relations 
about the probability finite automata are studied. Moreover, the relations between their quotient 
probability automata are established. 
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